Доклады Академии наук СССР 
1955. Той ЮЗ, № 5 


В. А. УСПЕНСКИЙ 


МАТЕМАТИКА 


О ВЫЧИСЛИМЫХ ОПЕРАЦИЯХ 

цПредставлено академиком А. Н. Колмогоровым 18 V 1955) 

Я последнее время исследованиях по теории алгоритмов, наряду 
Снятиями вычислимой функции, разрешимого и перечислимого мно- 
с П в которым соответствуют определения частично-рекурсивной 
Аѵнкции, рекурсивного и рекурсивно-перечислимого множеств ( 2 ), все 
аіие стали появляться понятия функции, вычислимой относительно 
некоторых Других функций (или сводящейся по вычислимости к 
этим другим функциям), и множества, разрешимого относительно не¬ 
которых" других множеств (или сводящегося по разрешимости к этим 
другим множествам). Соответствующие этим интуитивным понятиям 
точные определения принадлежат Клини и Посту ( 2 , 3 ): говорят, что 
функция ф сводится по вычислимости к функциям ф 1? ..., ф/, если © 
частично-рекурсивна относительно ф 1} ..., ф*; говорят, что множе¬ 
ство Р сводится по разрешимости к множествам ..., (3/, если ха¬ 
рактеристическая функция Р сводится по вычислимости к характерис¬ 
тическим функциям (Зд, . . (3/. 

В настоящей заметке изучается естественно возникающее понятие 
множества, перечислимого относительно других множеств (или сво¬ 
дящегося по перечислимости к другим множествам). В терминах «сво¬ 
димости по перечислимости» оказывается возможным сформулировать 
определения и двух других видов сводимости (следствие теоремы 7 
и теорема 8). Определение «сводимости по перечислимости» дается в 
п- 7 при помощи вводимого в п. 4 понятия вычислимой операции. 
В п. 5 устанавливается связь этого понятия с одним определением, 
предложенным ранее А. Н. Колмогоровым, а в п. 6 — с некоторыми 
еі де более ранними конструкциями Поста. Пп. 1—3 носят вводный 

характер. ✓ 

'•Системы множеств как топологические про- 
Ст Ранства. Всякую систему множеств & будем в дальнейшем оез 
оговорок считать ^-пространством со следующей топологией: для 
конеч ного множества Р подсистему е гЯ.* все *■ ““О 
0І 1 содержащих Р в качестве подмножества, нзз °н ем элемен- 

т ав “ тои ; открытой подсистемой в назовем лю бУ І ° > ‘ У и си _ 
с», ЫХ Я^Рытых. В частности, система всех под _ ргтия м 

&Г* конечных подмножеств произвольно™ " 

я Уют каждая связное бикомпактное Т 0 простр ' ества — про- 

Пусть Мі, .... Ж, - про- 

аТтоа/т тогда нгарершио. 
а д ** всяких Х,<= А . Х,сМ выполняется равенство 

/(А,. х ‘) = 

X? *. 
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2. Множество ©• в ^°всех“натуральных чисел, 
вать не только множе " х па р и вообще множество .. у 

Л/ 2 всех , упорядоченных 1 а также множество Л/ 2 ^ , 

іеиных «я-ок» натуральных сЧро чек натуралЬ ных чисел, множесті 

всех конечных упорядочен строчек элементов УѴ 2 , и т. д. Н 

М= и /Ѵ^сехконечиьщупоряДОЧ Гил ь б ерту (1) , сразу ввести в ра * 
будет удобно поэтому, следу <<ком бинаций»> символа | с самим собой, 
смотрение множество *& все: к альное множество, удовлет Во . 

Множество § определяется^н^я комбииаи „я» | и_ <щуст а я комби„ а . 
ряющее условиям: а) Д а е $, то (а)€§, в) если аЦ 

ция» Д принадлежат $, ' обознача ется результат приписывания 

и то ао с АР 

справа Ь к а, 

2 с II 


;ре3 ;;=7 а = » Отождествим 0 с Д, і с 7 

ит.д., Гуюфядочеинуи^«я-ку» .- элементов из 

элементом (а/ ( й г) • • • ( йп ) ^ 


и 
эле- 


т- ку» 

Тогда каждое из множеств А/* и 
& - с элементом - ^'т7 понтом перечислимым (см. ниже). 

М окажется подмножеством©, ^ притом Н подмножеств 

Системы всех подмножеств и <Г$ всех > на30вем * 

•ставителеи в «ь и некоторым подмножеством Л/ 

называется сГ-^ нумерацией число к 6 М соответствующее 
ментуТб©'называется номером I). Нумерацию назовем Допустимой, 
коль У скоро существуют такие вычислимые функции а(х) и ?(*, у) 
ч?о если т и « суть номера ш и п, то «(т) и Р(т, я) суть номера 
(ш) и тип. Подмножество назовем перечислимым (вообще, при- 

надлежащим классу Р п , п^\), если множество его номеров в до 
пустимой нумерации перечислимо (соответственно, принадлежит 
классу Рп проективно-рекурсивной классификации Клини — Мостов- 
ского ( 6 )); можно доказать, что понятие перечислимости (вообще, при¬ 
надлежности классу Рп при 1) не зависит от того, из какой 

именно допустимой нумерации исходить. 

3. Частичные отображения. Всякое отображение Е^л в 
У будем называть частичным отображением X в У\ если X и К —то¬ 
пологические пространства, то можно говорить о непрерывных частич¬ 
ных отображениях X в У. Графиком частичного отображения V 
теоретико-множественной степени ф* в § назовем множество О ф всех 
таких элементов (&) Ы • • • (&) о 6 ф, что о = ф ($ х , ..., у); графиком 
частичного отображения Х Г степени ф 1 в чг назовем множество О ф все * 
таких элементов (у) ( 5а )... (у) (о) 6 $, что о 6 У (у, . . у); частичное 

отображение назовем вычислимым, если его график есть перечисл 
мое множество. Каждое частичное отображение Е теоретико-м н0)К 
ственной степени (ѵ")« в чг индуцирует частичное отображение Р сТ ^ 
пени § 1 П ЧГ ТЯТ/ГЧО ,г™ Г7/!- >- ч _«/л Гі С V 


пени ф в чг такое, что Е(у, ..гЛ — &л коль скоро Ь с * 

есть представитель € V (і = 1,../) ; назовем /вычислимым, есЛ 
^ вычислимо. 

Вычисли мые операции. Пусть Ж М, — перечислим^ 
подмножества^. Отображение/., х / в '/назовем вычис , 

ное им Р ГсТиі!Г СТН °, Й) ’ если: оно непрерывно; б) инду^Р^и 
леммы (п П локячи 0Т0 ^Р ажение (ГУ в чг вычислимо. При поМ 
ТеоремаТ Гѵ^ аЮТСЯ след У Ю1Дие теоремы: рг 

мая операция . уперпози Ч ия вычислимых операций есть вы№ 

ражение (ѵ'У втис лимое и непрерывное частичное ° іП ° 

ш ѵ ) можно продолжить до вычислимой опера#* 



т „ 0 рема 3 . Для всякой I-местной вычислимой операции II и 
Г *°Перечислимых в $ множеств Е г ,..Е и В существует вы- 
операция являющаяся отображением & Ех X . .. х 


\д\імая 


„акая, что для всяких 5 1 дЯ 1 ,..„ 5,СЕ,, 


в 


Ъ.и из 


цЦС- 

Г в и '"$,) = /? вытекает. (5 Х) ..5,) = д>. 

1Н'%'ооема 4. Пусть у — вычислимая операция и /? = 11(5,, сл 
г 1 е ,°^« Л| Р* (» = 1.2, • • •; і = 1 ./), той /?€ Р„ ( В Ч астно- 

>° г есЛ ц все 5 і перечислимы, то и К перечислимо. 
срШ ~ Операции Колмогорова. Минимальное множество, удов- 
ртворяюшее условиям а) —в) из п. 2 и содержащее сверх того «не¬ 
честные» • • •* Хп » обозначим § [х ІУ .. х п ]. Каждый элемент 
г(Хі •••’ из ФІ** 1 » •••» Хп І П Р И замене х 19 ..х п элементами 

, йп из ф переходит в элемент ^(в ХІ .. а„) из§. Правилом Кол¬ 
могорова называется строчка 

(^1> * * •> *^ л )» ^1» ^2 (^1» * • *> Хп), Ѵд, . . ^ т (Хі 9 • . -Х Л ), 

*„), V, (*) 


где іГ С^і» • * •’ Хп ) ^ ^ [*^і» • • •> *Хл]> т 9 п } ѵ ь ѵ нату¬ 

ральные числа. Конечная упорядоченная система множеств Ж ХІ .. Ми 
называется замкнутой относительно правила (*), если для всяких 
из а л )€Ж Ѵі ,а л )6Ж Ѵ/л вытекает 

^(а 1? а„) € Ж ѵ . Операция Колмогорова (/-местная) К задается ко¬ 
нечным множеством &' правил Колмогорова и набором натуральных 
чисел к, х х> ..х ь х. Результат применения операции К к множест¬ 
вам 5/ определяется так: рассматриваются системы множеств 

М ѵ ..Ж*,, замкнутые относительно каждого из правил $ и такие, 
что Ж Х/ з$* (г = 1среди них выбирается такая система 

что для всякой из рассматриваемых систем М 19 ..Ж* 
выполняются соотношения Ж*зж7(/ = 1, . . к ); полагается по 
определению К(5 1? ..5/) = Ж*. 

Теорема 5. Для того чтобы отобралсение ѵ 1 в V было вычис¬ 
лимой операцией, необходимо и достаточно, чтобы оно было опе¬ 


рацией Колмогорова. 

6. Операции .Поста. Обобщая и уточняя идеи Поста (V), 
естественно приходим к следующему определению операции Поста. Че¬ 
рез ®а[х і9 ... 9 х„] обозначим минимальное множество: а) содержащее 
множество ©а слов в алфавите А ( 7 ); б) содержащее «неизвестные» 
•Ч» • • х п \ в) вместе с каждыми своими элементами а и Ь содержа* 
элемент аЬ. Каждый элемент 8( х х, • • • > х п ) из ..., х п \ при 

Замен е х» хп элементами «,, из © А переходит в элемент 

а п ) из ©а. Заменяя всюду в определении операции Колмо¬ 
горова слова «правило Колмогорова» на «правило Поста», «операция 
Колмогорова* - на «операция Поста* и символ § на символ ©а. по- 
гЛ аем определение операции Поста в алфавите . 

Поста в алфавите Б з А назовем операцией Поста над «. Ф 
Том А. — 

4 «. || ,г?г с,,ие -ж 

и'“ио“еро« I- Нумер»».. ““ 

мое Р и суідеств ует такая вычислимая функция тЧ*. У номера а 

Л. «"ГЛ,”"" «\; 

мер ац п ) есть номер аЬ (в частности, а } 

Тео' рассм ° т Р еиная “ (“))■ , „,. иаІО допустимую нумерацию и 

чере 3 м , а (> - Выберем п Р оизволІ ’У. ЮіІ элементов множества 
обозначим совокупность н °* ер 6ы местная операция. 
с то.йа К в эпг °и нумерации. Для того 1ГП0 с 5 . с:© А 

* и *Щая в соответствие всяким множествам \ . 


Дан. 


т “ юз, м & 
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множество Р(5 1( ..., 5і)с<В а, была операцией ^яТь\числ »?’ Ие ^ 
ходижо и достаточно, чтобы существовала такая вычислимая 0Пе . 
рация I), что тсР (5 Х ,.. 5г) — II ( тс 5і, • • •> ^~ 1 ' ш 

7. Сводимость. Назовем множество /? сводящимся по пере ЧИСч 
лимости к множествам 5 Х ,..если существует такая вычислима, 

операция И, что = &)• Если 5 { и Я суть подмножества 

натурального рада УѴ, то, в силу теоремы 3, можно считать, что (] 
есть отображение 77' в N. 

Теорема 7. Оператор Р, переводящий всякий набор арифмети¬ 
ческих функций ф х ,..ф/ от т ті аргументов соответственно 
в п-местную функцию ср = р(ф 1) ..., тогда и только тогда яв¬ 
ляется частично-рекурсивным ( 2 ), когда существует тЛкая вычис¬ 
лимая операция V, что 0 Р(Ф ,. Фм = 11(С? фі , . . С Фі ). 

(В силу теоремы 3 можно считать, что Ы есть отображение 
ІѴ от,+1 х ... х УѴ т ' + 1 в ЛГ +1 .) 

Следствие. Функция ? тогда и только тогда сводится по 

вычислимости к функциям 'А, ..., когда ее график сводится по 

переяис лимости к графикам . 

Теорема 8. Множество Р тогда и только тогда сводится по 
разрешимости к множеству (3. когда каждое из множеств Р І 
Р сводится по перечислимости к С} и <2 (здесь Р и п 

ния к Р и С}; ср. (*)). ѵ ѵ десь ^ и ѵ суть дополне- 

Следствие. Если Р и <3 перечислим и, 
разрешимости Р к <3 равносильна сводимости т ° свод ^мость по 
Р к (2. По перечислимости 

А. Н. Колмогорову автор обязан 
метки. 
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